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В работе, для обобщенных потенциалов Рисса, с почти монотонными ядрами, 
порожденных оператором обобщенного сдвига, ассоциированного с дифференциальным  
оператором  Лапласа-Бесселя, доказываются теоремы типа второй теоремы Соболева 
в случае, когда оператор обобщенного сдвига берется по произвольному набору пере-
менных.  
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1. Пусть nR - эвклидово пространство размерности  
целые числа, 

( ){ } ;0,...,0:,...,,,..., 111, >>∈=
+++++

+

+ xxRxxxxR kmmkmkmmmkkm

( )( ) ( )2 2 2 2
1 1 1

0 0

, 2 cos , , 2 cosS
v m m k m k m m k m k m k k m kTи x c u x s x x S S x x S S+ + + + + + + += − − + − + ×′ ′∫ ∫
π π

α α 

1 1 1
1 1sin sinm m kv v

k kd dα α α α+ +− −×   оператор обобщенного сдвига, порож-
денный оператором Лапласа Бесселя ([1]): 

( )
,

2 2

2 2
1 1

m k k

m m k
j

B
j j mj j j j

d d dx
dx dx x dx

γ
+

+

= = +

 
∆ = + +  

 
∑ ∑ , , 1, 0,..., 0,m k k m m kx R γ γ+

+ + +∈ > >  

( )'
1,....,,. m m kx x x+ += s ( )'

1, ,...,m m ks s s+ += , mRsx ∈′′, , , 1 ...k n m m kγ γ γ+ += + + ,  

vC - нормирующий множитель. 
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Для полноты рассуждений, при 0=k  будем считать, что 
 и обычный сдвиг:  

Для 01 >≥ αиp через α,pΩ  ( α,
~

pΩ )  обозначим ([2])  совокупность 
функций ),0(),0(: +∞→+∞ω таких, что )(tω  возрастает (почти возраста-

ет), )(tt p ω
ε

α
+−

 убывает (почти убывает)  при некотором 0>ε  и сходится 
интеграл  

Отметим, что положительная функция )(tg  почти убывает (почти 
возрастает) на множестве ( )∞+⊂ ;0X , если существует постоянное 0>c  
такое, что  ( при  для любых 

Xtt ∈21, . 
Очевидно, что αα ,,

~
pp Ω⊂Ω  и если αω ,

~
pΩ∈ , то (2 ) ( ), 0.tс t tω ≤ ω >  

Кроме того, αα ,1,
~~ Ω⊂Ω p  для  

Всюду в дальнейшем полагаем ( )υmR = mR , если 0=k  (тогда и 

 и ( ) k
kkm

m RR ,+= , если   
 Дляω∈ ν2,

~
++Ω kmp  рассмотрим обобщенный потенциал Рисса  

( )I , . 
 
Потенциал Рисса в случае , рассмотрен в ([3]). 
Через ( )+

+
Φ

kkmv RL ,  обозначим пространство Орлича  ([4]), порожденное 
−N функцией :Φ  

( ) ( )












>∞<Φ= ∫
+
+

+
+

Φ

kkmR
kkmv ydxfизмfRL

,

0,)()(.:, εµε , 

( ),

,

( )
inf 0 : ( ) 1 .

v m k k

m k k

L R
R

f x
f d yΦ +

+
+
+

   = > Φ ≤     
∫λ µ

λ
 

При ( )t , 0 1pФ t t и p= > ≤ < +∞ пространство ( ),v m k kL RΦ +
+ обозна-

чим через ( ), ,p v m k kL R+
+ − пространство функций, интегрируемых в p-ой 

степени  с весом 1
1 ...m m kv v

m m ky y+ +
+ + . 

Как известно ([5]), обобщенные потенциалы Рисса – Бесселя  с  не-
степенными ядрами (даже обычные Рисовые потенциалы с такими ядра-
ми [7] ) не действуют, вообще говоря,  в шкале vpL ,  пространств. 
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Из результатов работ  ([5],[6])следует 
Теорема A. Пусть  1 и

nkkmp ,,

~
γω

++
Ω∈ . Тогда существует 

−N функция Φ такая, что 
( )1 1 1

0

1 1 1 , 0,
r

aa a
p

t
C dt C r

r t r
r

ω− − −   Φ ≤ ≤ Φ >   
   ∫

 
где ,k na m k γ= + + , −C  постоянная,  независящая от r , и

 )a если 1>p , то существует 0>C  такое, что        

( ) ( )
,,

, ,,
pm k k

B p m k kLL R
f C f f L R

γγ

ω
γΦ +

+

+
+Ι ≤ ∈ ; 

)б   существует 0>C  такое,  что для любой функции ( )1, ,m k kf L Rγ
+
+∈  

и для любого   0>β  

( ){ }
1

11

: 2

( ) .
B

L
x f x

cd x f
γ

ω β

µ
β

−
−

Ι >

    ≤ Φ    
     

∫  

 
      Пусть  m+ 2. Положим m+k=n.При  { }1,...1 −∈ nS , +

knR ,  разби-

ваем на прямую сумму пространств +
sksR , (точек ( ,… ) с коор-

динатами ,… эти координаты фикси-

руются для дальнейших рассуждений) и ( )
+

−− skksnR ,  (с координатами    

так  что по поводу обозначений см. в  ([8])). 
Пусть 

( , 
; 

тогда  - целые числа, такие что     

0 k, =s. 
Если   (  то полагаем 

,  
( ; 

тогда, очевидно  и  

. 

Для   0>sk  положим 
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( )1
,..., ,

ksi iγ γ= ,    =  

. 

В этих обозначениях также полагаем    
, , , ,s s s ss k m k kR R+ +

+≡ ,       , ,s s s sn s k k m k kR R+ +
′ ′− − += . 

 обозначается и выбирается из равенства 

 а  и  из равенств 

=  и  соответст-

венно. 
 При этом считаем, что если  то множество 

 пустое  и , 

, ,  . 

Aналoгично, считаем при  множество { }1,..., smj j  пустое, 

,  

 
В дальнейшем неоднократно будем пользоваться следующими свой-

ствами оператора  
T1)   T2)  T3) Если  

 ; T4)  

T5)  

Всюду в дальнейшем ( ) ( )
' ,k n ss

n s

p
s t t t

γ

ω ω
−

− +
−

= . 
 
Основной результат работы состоит в следующем 
 ТеоремаC. 

Пусть { }1,...,1 −∈ ns , kkS ≤≤0 ,и

.Тогда существует 

−N функция Φ такая, что 



 9 

( )1 1 1

0

1 1 1 , 0,
r

s
aa a
p

t
C dt C r

r t r
r

ω− − −   Φ ≤ ≤ Φ >   
   ∫  

  где    ,sk sa s γ= + , −C  постоянная, независящая от r ,и 
)a  если 1>p , то существует 0>C  такое, что   для  любой  функ-

ции ( )
,, ,k np m k kf L Rγ

+
+∈ и  

( ) , ,,,,

'
( )

( )( , )
p m k kk ns kk s ss

B s L RL R
f x C f

γγ

ω
+Φ +
+

Ι • ≤
,
 

)б   существует 0>C   такое,  что для любой функции 

( )
,1, ,k n n kf L Rγ

+∈ , для любого   0>β и      

{ }
( )1, ,,

'

11

: ( )( , ) 2

( )
n kk n

B s

L R
x f x

cd x f
γ

ω β

µ
β

+

−
−

Ι • >

    ≤ Φ    
     

∫ . 

2.Доказательство теоремы С. 
Лемма С.  Пусть { }1,...,1 −∈ ns ,  kkS ≤≤0 , 

, ∞<≤ p1 ,   
,, k np n γω

+
∈Ω .   Тогда существует 01 >C такое, 

что для любой функции ( )+∈ kn
loc RLf

kn ,,1 ,γ  и любого   ( ) ,,s s n kx x x R+′=↑ ∈  
справедливо неравенство  

( ) ( ) ( ) ( ) ,,

, , , '' ,,
, ,

, 1   ,   

  

.  k sk n S s

k n k s ps n s kk n s ssn k s k

s syy
k n s sn s L R

R R s

xx
T f y y dy C T f y y d y

x x
+

−+ + −

 + +   

 
⋅ ≤ ⋅ ⋅   

∫ ∫
γ

γγ

γ γ

ωω

Доказательство. Возможны  три случая; 1) Sk =0, 2) Sk = k , 3) 0 .Sk k< <  
Рассмотрим случай 3); 0 Sk k< < .Остальные случаи рассматриваются ана-
логично. 

Пусть Учитывая свойства  оператора обобщен-

ного сдвига и почти убывание  имеем 

 
откуда 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ' ,, ,

, , ',

'
, , kk n sk n s SsS

n k S kS n s ks

yy
k n s s s s s s

R R R

T B x f y y dyС T B x f y y y d y y d y −

+ + +
−

 
 ⋅ ≤ =′ ′
  

∫ ∫ ∫
γ γγ
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( )( ) ( ) ,

1, '' ,,
,

, k SS S

n s kk n s ssS k

y
s s sL R

R

T B x f y y d y+
−+ −

 
  

= ⋅∫
γ

γ . 

Пусть  теперь  1>p , рассмотрим        

( )( ) ( ) ,

,

,
k n

n k

y
k n

R

T B x f y y dyγ

+

⋅∫ = ( )( ) ( ) =′⋅∫
+

dyyyyfxBT nk

kn

nkss
R

y ,

,

,, γ

( )( ) ( ) ( ) ' ,,

, ',

, s ksn s ks

s ks n s ks

y
s s s s s s

R R

T B x f y y y d y y d yγ γ
−

+ +
−

 
 ′ ′ ′=   
 

∫ ∫

( )( ) ,

,

, k ss

s ks

s s s
R

F x y y d yγ

+

= ∫ . 

 Применив  неравенство Гельдера,  получим 
( ) ( )( ) ( ) ( ), ,,' ', ,' ,

, ,
p s k sk ssp n s k sk n ss

y
s s L RL R

F x y T B x f y
γ

γ

++
−

−

  
 

≤ ⋅ .   (1) 

             Оценим сверху ( )( )
' ', ,' ,

p n s k sk n ss

y

L R
T B x

γ
+

−
−

  
 

.   Отметим, что  

( )( ) ( ) ( )
1 1

2 2 2 22 2

0 0

...S S S

S S S

y y yy
x x s s x s s sT B x T T B x x C T B x y x

π π

γ α
′ ′
′ ′

      
′ ′= ⋅ + = − + ⋅                  

∫ ∫  

SSS

SS

S

i

kmm

km

mi
dd

++

+

+=
∏ −⋅ αααγ ...sin 1

1
1

1 , 

где ( )
2

2 2

1 1
2 cos

s S

l l l l li i

m k

s s m i m i m i i m ij j
i l

x y x y x x y y
α

α+ + + +
= =

− = − + − +∑ ∑ . 

Тогда,  применяя обобщенное неравенство Минковского,  а затем 
неравенство Т2),  имеем 

( )( )
',' , ',

n s ksp
n s ks

y

L R
T B x

γ

+
−

−

  
 

≤
0 0

...C J
π π

∫ ∫ 1

1

sin .
S

il

l l

k

i i
l

dγ α α−

=
∏

,               (2) 

где
 

( ) ( )
'

,

,

1

1
2 2 2s k n ss

s

n s ks

p p

y
x s s s s s

R

J T B x y x y d yγ

α
′ −

+
′−

′

′
′

      ′ ′ ′= − + ≤           
∫

( ) ( )
'

,

,

1

1
2 2 2 k n ss

n s ks

p p

s s s s s
R

B x y x y d yγ

α
′ −

+
′−

′    ′ ′ ′≤ − + ≤         
∫  
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( )/ ,

,

1
1

2 2 k n ss

n s ks

p
p

s s s s s
R

B x y y y d yγ

α
′ −

+
′−

′  
  ′ ′ ′≤ − + ⋅ =      

∫
 

( )

,

,,

',

,

1

1
2 2

11
22 22

1         
k n ss

k nk n

n s ks

k n

p p

s s s

snn
R pp

s s ss s s

s s
s sn

p
s s

x y y
y d y

x y yx y y

x y
C x y

x y

γα

γγ εε

αα

γ
ε

ω

ω

′ −

+
−

′ ′

++ +− ′

+
−

  
     ′− +        ′= ⋅ ≤  
       ′  − + ′ − +            

−
≤ ⋅ −

−

∫

' '
,

,

,

1

1
2

2 ,

k n

k n ss

n s k

n p p

s s
R

y y d y
γ

γ ε

α

′ −

+
−

 − + +       ′ ′+       

∫    

откуда получаем 

J =
( )

,
.

k n

s s

n
p

s s

x y
C D

x y
γ

ε

ω
+

−

−

−
  (3) 

ОценимD: 
' '

,

,

,

1

1
2

2

k n

k n ss

n s k

n p p

s s s s
R

D x y y y d y
γ

γ ε

α

′ −

+
−

 − + +       ′ ′= − + ≤       

∫

( )
( )

,
,

,

,

1

1
k n

k n
k n ss

n s ks

n p
n p

s p
s s s s

s sR

y
C y d y x y

x y
′ −

+
− ′

− + ′
 − + + ′ 

′

  ′ ≤ + − =′ ′  −   
∫

γ
γ ε

γ

α

. 

    
,

1 ,
k nn p

p
s sCD x y

γ ε ′− + + 
′= −                                                      (4) 

  где          
( )

( )
,

,

,

1

1 1
k n

k n ss

n s ks

n p

s
s s

s sR

y
D y d y

x y

γ

γ

α

′ −

+
′−

′− +  ′ ′ ′ = +  −   
∫ .

   Оценим сверху 1D  
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             Произведя замену s
s

s s

y z
x y

α

′
′=

−
  ( s sy z′ ′→ ), имеем

 

( ) ( ),' , ,k n s ks sk n ss
n s

s s s s s s s sy d y x y x y z d zγγ γ

α α
′ ′−−

−′ ′ ′ ′= − −  откуда  получаем  

( ) ( ) ( )
,

, ,

,

,

1

1 1
k n ss

k n k n ss

k ss
n s ks

pn s
n

p
s s s s s

R

D x y z z d z
γ

γ γ

α

′ −
′ −

+
′−

− +
− +

′
 
 ′ ′ ′= − + =
 
 
∫  

,

11.
k n ssn s

p
s sx y D

γ

α

′ −− +

′= −     .                                                                   (5) 
  Переходя  к сферическим координатам θtzs =′ , получаем  

( ) ( ) ( ), ,

1

1
11

0

1 k n k n s
pn n s

S

D ds t t dtγ γ ′ −

∞ ′
− + + − −  

 
= + 
 
∫ ∫ ,                     (6) 

и этот интеграл сходится, так как функция 

( ) ( ) ( ),, 11 k n sk n s n snt t γγ ′ − + − − − +  +  

при 0→t  имеет порядок  ( ), 1 0
sk n s n sγ ′′ − + − − >   ,  а при  ∞→t имеет 

порядок ( ) ( ) ( ), , 1 1 2k n k n sn n s sγ γ ′ −− + + + − − ≤ − + ≤ −   . 
          Таким образом, учитывая  (5)  и (4), из (3)получаем 

( )
,k n

s s

n
s s

x y
J C D

x y
α
γ

α

ω
+

−
= ≤

−

( ) ,

,

k n ss

k n

n s
s s

p
s sn

s s

x y
C x y

x y

γ
α

αγ

α

ω ′ −− +

′
+

−
⋅ −

−
, 

и потому, полагая
 

,
,

sk h s
k n

h s
n

p
γ

β γ ′ −− +
= + −

′
, имеем        

( )( ) ( ) ≤−+
−′′ ssnskP ksnRL

y xBT
,,,γ

0 0

...C J
Π Π

∫ ∫ ( )1
1

1

sin
S

m is

k

i
i

dγ α α+ −

=

≤∏  

∫ ∫
Π Π

≤
0 0

...C
( )s s

s s

x y

x y
α
β

α

ω −

−
( ) ( )

,

1

1

sin
S

m is s

s k ss

k
s sy

i i x s
i s

x
d CT

x

γ

γ

ω
α α+ −

+
=

 
 ⋅ =
 
 

∏ . 

 Здесь   мы  учитываем , что     

( ) , ,
, , ,

s s

s s

k h s k h s
k n k n s k s

h s h s
n h s s

p p
γ γ

β γ γ γ′ ′− −
′ −

− + − +
= + − − + + = + + . 

              Таким образом, если 1>p , то  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,,

, , ,
, ,

, ,
, k nk n s

sk n k s p k h ss s
n k s k

s syy
k n x s s sn s L

R R s

xx
T f y y dy C T f y y d y

x x ′ −+ +

γγ

+ γ + γ γ ⋅

  ωω
⋅ ≤ ⋅ ⋅   

∫ ∫
Этим лемма доказана полностью. 

Эта лемма является отправным пунктом для доказательства анало-
гов второй теоремы Соболева о потенциалах([8]). Теорема С является од-
ной из них. Теорема С  непосредственно  следует  из Леммы С примене-
нием Теоремы А, и с учетом того, что из следует 

. 

Отметим, что если , то из теоремыС  следуют все резуль-
таты работы ([9]), где случай    не был  рас-
смотрен. 
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ÜMUMİLƏŞMİŞ SÜRÜŞMƏ VƏ SANKİ MONOTON NÜVƏ İLƏ 
RİSS POTENSİALLARI ÜÇÜN SOBOLYEV TEOREMİ 

 
S.K.ABDULLAYEV, B.K.AĞARZAYEV 

 
XÜLASƏ 

 
İşdə Laplas-Bessel diferensial operatorunun doğurduğu sürüşmə və sanki monoton nüvə 

ilə Riss potensialları üçün Sobolevin ikinci teoreminin analoqları isbat olunmuşdur. Burada 
sürüşmə operatoru dəyişənlərin ixtiyari yığımına görə götürülür. 

 
Açar sözlər: Riss potensialı, ümumiləşmiş sürüşmə, Orliç fəzası, sanki monoton nüvə 
 

 
SOBOLEV  TEOREM FOR GENERALIZED RISS  POTENTIALS  

WITH  GENERALIZED SHIFT  AND  ALMOST  MONOTONOUS KERNEL 
 

S.K.ABDULLAYEV, B.K.AGARZAYEV 
 

SUMMARY 
 

 In this work the analogue of the second theorem of Sobolev for Riss potensials with 
generalized shift and almost monotonous kernel, associated with the Laplas-Bessel differential 
operator is establihed. The case when the operator of the generalized shift takes on any of 
variables is considered. 

 
Key words: Riss potential, generalized shift, almost monotonous kernel 
 
 
 
 
Поступила в редакцию: 20.05.2013 г. 
Подписано к печати: 24.05.2013 г. 


	С.К.АБДУЛЛАЕВ,  Б.К.АГАРЗАЕВ
	ЛИТЕРАТУРА


